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SPOSOBY KLASYFIKACJI MODELI DEA

W artykule podjeto probe klasyfikacji modeli badania efektywnosci wzglgdnej podmiotow go-
spodarczych, postugujac si¢ kryterium orientacji i korzysci skali. Wyr6zniono zorientowane i nie-
zorientowane modele DEA, w ktorych przyjmuje si¢ zalozenie o statych lub zmiennych korzysciach
skali. Charakterystyke modeli zorientowanych na naktady i wyniki, ktére zakladaja state korzysci
przedstawiono na przyktadzie modelu CCR. Model BCC natomiast zostal wykorzystany jako pod-
stawowy przyklad modelu zorientowanego o zmiennych korzysciach skali. W obu przypadkach przed-
stawiono graficzna interpretacje granicy efektywnosci, miary efektywnos$ci oraz pierwotna i dualnag
posta¢ modelu. Charakterystyki modeli niezorientowanych dokonano na przyktadzie modeli addy-
tywnych. Zaproponowano réwniez inne kryteria podziatu modeli DEA.

Stowa kluczowe: metoda badania efektywnosci DEA, efektywnosé wzgledna, orientacja, korzysci skali

1. Wprowadzenie

Dla podmiotéw gospodarczych funkcjonujacych w warunkach gospodarki ryn-
kowej podstawowe znaczenie ma efektywne gospodarowanie posiadanymi zasoba-
mi. Rosnaca konkurencja zmusza je do ciaglej poprawy efektywnosci swojej dzia-
falnosci.

Do oceny sytuacji finansowej podmiotu gospodarczego najczgsciej stosuje sie
analiz¢ wskaznikowa. Wskazniki liczy si¢ na podstawie danych zawartych w spra-
wozdaniach finansowych, a nastgpnie poréwnuje do warto$ci otrzymanych w po-
przednich okresach lub uzyskanych przez inne podmioty dziatajace w danej branzy
czy tez warto$ci wzorcowych, jesli takie istnieja. Analiza wskaznikowa umozliwia
oceng funkcjonowania podmiotu w czasie i przestrzeni. Najczgsciej korzysta si¢ ze
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wskaznikoéw przedstawiajacych wyniki dziatalno$ci podmiotu w zakresie rentownosci,
ptynnosci, zadluzenia czy obrotowosci.

Wskazniki przedstawiaja zaleznosci migdzy elementami jednego sprawozdania lub
elementami réznych sprawozdan. Jednak konstrukcja wskaznikow w postaci ilorazu
nie pozwala na uwzglednienie jednorazowo wielu wymiaréw dziatalnosci podmiotu.
Ponadto w przypadku, gdy podmioty dzialaja na rynkach znieksztatconych w wyniku
stosowania regulowanych cen, dotacji i braku konkurencyjnosci, zwykle rynkowe
wskazniki dziatania, takie jak rentownos¢ i stopa zysku, nie moga zosta¢ uzyte w celu
precyzyjnego okreslenia ekonomicznej dziatalnosci danego podmiotu. W takiej sytu-
acji szczegolnie uzyteczna staje si¢ ocena efektywnosci.

Ocena poziomu efektywnosci wymaga umiejgtnosci jej pomiaru. Istnieje wiele roz-
nych metod pomiaru efektywnosci dziatalnosci podmiotu gospodarczego. Zasadniczo
mozna je podzieli¢ na dwie grupy, tzn. metody parametryczne i nieparametryczne.

Metody parametryczne' stosuje si¢ w przypadku modeli o §cisle okreslonej struk-
turze, ktora trzeba zidentyfikowaé. Od postaci struktury zalezy odpowiednio liczba
estymowanych parametrow. Metody parametryczne wymagaja przyjgcia zatozen doty-
czacych postaci funkcji produkcji. Funkcja ta okresla relacje migdzy naktadami a wyni-
kami. Daje odpowiedz na pytanie, jaki maksymalny produkt mozna uzyska¢ przy da-
nych naktadach.

W praktyce czgsto dla danego podmiotu nie mozna zaobserwowacé wszystkich
mozliwych kombinacji naktadéw 1 wynikéw. Innymi stowy, trudno sprecyzowaé ma-
tematyczna posta¢ funkcji produkcji. W przypadku takich podmiotow jak szpitale,
uczelnie wyzsze, banki itp. interpretacja funkcji produkcji staje si¢ poza tym ktopotli-
wa. W zwiazku z tym duza aplikacyjna warto$¢ maja nieparametryczne metody
pomiaru efektywnosci dziatalno$ci podmiotu gospodarczego, ktore nie wymagaja
znajomosci funkcyjnej zalezno$ci migdzy naktadami a wynikami. Metody nieparame-
tryczne cechuje wigksza elastyczno$¢, poniewaz stosuje si¢ je w przypadku modeli,
ktorych struktura nie jest zalozona a priori, lecz jest dostosowywana do danych.
Wsréd metod nieparametrycznych wazne miejsce zajmuje metoda badania efektywno-
sci granicznej DEA (Data Envelopment Analysis).

Metoda ta jest stosowana do oceny efektywnosci podmiotéw prowadzacych bardzo
roznorodna dziatalno$¢ w obszarze rolnictwa, produkcji i ustlug zaréwno w sektorze
publicznym, jak i prywatnym. Za pomoca tej metody bada si¢ nie tylko podmioty,
ktorych podstawowym celem jest osiaganie zysku, ale takze organizacje zajmujace si¢
dobroczynnoscia czy realizujace programy spoteczne.

Najczgsciej metodg te stosuje si¢ do oceny efektywnosci w dziedzinie bankowosci,
w szkolnictwie wyzszym czy opiece zdrowotnej. Niemniej jednak lista dziatalnosci
prowadzonych przez badane podmioty jest bardzo dtuga. Metode DEA stosuje si¢ do

' Do parametrycznych metod badania efektywnosci zalicza si¢ metody: SFA (Stochastic Frontier
Approach), DFA (Distribution-Free Approach), TFA (Thick Frontier Approach) [5, s. 171].



Sposoby klasyfikacji modeli DEA 7

oceny dziatalno$ci podmiotéw w goérnictwie, przetworstwie przemystowym, energety-
ce, budownictwie, transporcie, telekomunikacji, uslugach ubezpieczeniowych czy
administracji publiczne;j.

W 2008 roku mingto trzydziesci lat od czasu powstania metody DEA. W artykule
pokazano gtéwne kierunki jej rozwoju w ciagu ostatnich trzech dekad i podstawowe
sposoby klasyfikacji modeli DEA.

2. Geneza metody DEA

Metodg zapoczatkowali A. Charnes, W.W. Cooper i E. Rhodes w swoim artykule
z 1978 roku pt. Measuring the efficiency of decision making units. Co prawda metoda
DEA pojawita si¢ w literaturze pod koniec lat 70. XX w., ale wykorzystuje koncepcje
efektywnosci’, sformutowana 20 lat wezeéniej przez Farrella [13].

Do potowy lat 90. XX w. odnotowano jej stopniowy rozwdj zarOwno w obszarze
badan teoretycznych, jak i zastosowan empirycznych. Z badan wynika [15], ze liczba
anglojezycznych publikacji w latach 19782001 rosta w sposdb ekspotencjalny. Roz-
woj zainteresowania metoda DEA wsrod naukowcow w latach 1978-2001 przedsta-
wiono na wykresie (rys. 1).
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Rys. 1. Liczba opublikowanych artykutéw dotyczacych metody DEA,
opublikowanych w recenzowanych czasopismach w latach 1978-2001
Zrédto: [15,s. 143].

2 Dany podmiot jest bardziej efektywny, gdy jest w stanie uzyskaé te same wyniki przy uzyciu mniejszej
ilosci naktadow lub jesli produkuje wigcej, wykorzystujac ten sam zasob naktadow co inny podmiot.
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A. Emrouznejad, B.R. Parker i G. Tavares [7] zwrdcili uwagg na to, ze intensyfi-
kacja prac badawczych dotyczacych pomiaru efektywnosci z wykorzystaniem metody
DEA nastapita po 1995 r. (rys. 2).
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Rys. 2. Liczba publikacji dotyczacych problematyki metody DEA,
zamieszczonych w najwazniejszych anglojezycznych czasopismach akademickich w latach 1978-2006
Zrédto: [7,s. 153].

W ciagu ostatnich trzydziestu lat najwigkszy wktad w rozwoj tej metody wniesli:
W.W. Cooper, R. Fare, S. Grosskopf, J.K. Sengupta, A. Charnes, C.A.K. Lovell,
E. Thanassoulis, R.D. Banker, T. Sueyoshi, J. Zhu, W.D. Cook i L.M. Seiford’.

W Polsce metodg badania efektywnosci granicznej DEA w swoich pracach wyko-
rzystywali migdzy innymi: G. Rogowski [22]-[24], M. Gospodarowicz [16], [17],
M. Pawlowska [21], A. Feru$ [14], A. Domagata [6] czy B. Guzik [18].

DEA umozliwia analize efektywnos$ci skonczonej liczby jednostek decyzyjnych
(DMU - Decision Making Unit). Definicja DMU jest elastyczna i ogdlna. Przez jed-
nostki decyzyjne rozumie si¢ np. przedsigbiorstwa, instytucje publiczne, szkoty, bi-
blioteki, szpitale, oddzialy bankowe o réznych charakterystykach, organizacje non-
profit itd.

Zbior jednostek decyzyjnych do analizy musi by¢ dobrany rozwaznie, by mozna
bylo dokona¢ istotnych poréwnan. W zwiazku z tym grupa badanych jednostek po-
winna by¢ w miarg jednolita. Metode DEA nalezy stosowa¢ w przypadku jednostek,
ktore daza do tego samego celu oraz dziataja w tych samych warunkach rynkowych.
Ponadto czynniki, ktore charakteryzuja ich dziatalno$¢ sa takie same, z wyjatkiem
réznic w rozmiarze i intensywnosci ich stosowania.

? Przeglad bardzo bogatego pismiennictwa dotyczacego metody DEA jest zawarty np. w pracach
[81-[12] [26].
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Liczba badanych jednostek nie powinna by¢ ani zbyt mata, ani zbyt duza. W przy-
padku zbyt matej grupy istnieje niebezpieczenstwo mylnej identyfikacji jednostek
nieefektywnych jako efektywne. Za duza liczba DMU przyczynia si¢ natomiast do
zachwiania jednorodnos$ci grupy.

Metoda badania efektywnosci granicznej metoda DEA pozwala na analize dziatal-
nosci podmiotéw, ktore charakteryzuja si¢ wieloma naktadami i wynikami. Przyjmuje
sig, ze poziomy nakladéw i wynikow sa nieujemne, przy czym przynajmniej jeden
naktad i jeden wynik jest dodatni. Naktady i wyniki musza by¢ zdefiniowane w taki
sam sposob w przypadku kazdej jednostki decyzyjne;j.

W metodzie DEA, na podstawie danych empirycznych, estymuje si¢ obwiednie
(krawedz) zbioru mozliwosci produkcyjnych. Krawedz jest wyznaczona przez jed-
nostki majace najlepsze relacje wynikow produkcji do naktadéw. Estymowana ob-
wiednig traktuje si¢ jako empiryczng funkcj¢ produkcji.

Efektywno$c¢ jest definiowana jako iloraz wazonej sumy wynikow do wazonej su-
my naktadoéw. Jednak w celu jej pomiaru poréwnuje si¢ uzyskane przez dang jednost-
ke relacje wynikoéw produkcji i naktadow do tych, ktore charakteryzuja jednostki naj-
lepsze w badanym zbiorze. W zwiazku z tym wyznaczona za pomocg metody DEA
efektywnos$¢ ma charakter wzgledny.

Jednostki znajdujace si¢ na obwiedni uwaza si¢ za efektywne, a ich wzgledna
efektywnos$¢ wynosi jeden (lub 100%). Jednostki nieefektywne natomiast leza poni-
zej obwiedni. W ich przypadku efektywno$¢ jest mniejsza niz jeden. W metodzie
DEA miara nieefektywnosci jest odleglos¢ migdzy punktem empirycznym charakte-
ryzujacym dana jednostke, a estymowang krawedzia zbioru mozliwosci produkeyj-
nych.

W ciagu trzydziestu lat powstalo wiele rodzajow modeli DEA. W literaturze
przedmiotu zaproponowano roézne sposoby ich grupowania, np. w pracach [25] czy
[15]. Klasyfikacja modeli zalezy od przyjetego kryterium. Najczgsciej stosuje sig kry-
terium orientacji i korzysci skali.

3. Podzial modeli DEA ze wzgledu na orientacje i korzysci skali

Model DEA moze by¢ modelem niezorientowanym lub zorientowanym, przy czym
kryterium orientacji formuluje si¢ w odniesieniu do naktadéw Iub wynikow. Przykta-
dem modelu niezorientowanego jest na przyktad model addytywny.

Kryterium korzysci skali umozliwia zasadniczo wyodrgbnienie modeli DEA za-
ktadajacych state (CRS — Constant Returns to Scale) i zmienne korzysci skali (VRS
— Variable Returns to Scale). W grupie modeli VRS wyrdznia si¢ modele przyjmu-
jace zalozenie o malejacych (DRS — Decreasing Returns to Scale), nierosnacych
(NIRS — Non-Increasing Returns to Scale), rosnacych (IRS — Increasing Returns to
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Scale) lub niemalejacych (NDRS — Non-Decreasing Returns to Scale) korzysciach
skali [19].

Podstawowa klasyfikacje modeli DEA, uwzgledniajaca kryterium orientacji i ko-
rzy$ci skali, przedstawiono na rysunku 3.

Modele DEA
| |
Zorientowane Niezorientowane
N |
Na nakfady Na wyniki Addytywne
| | | | |
State korzysci skali Zmienne korzy$ci skali

Rys. 3. Klasyfikacja modeli DEA ze wzgledu na orientacjg i korzysci skali
Zrédto: Opracowanie whasne.

W modelach zorientowanych warto§¢ wyniku efektywnosci pokazuje zmiang
w nakladach lub wynikach, ktora sprawia, ze dana jednostka staje si¢ efektywna. Na
wybor orientacji czgsto maja wptyw uwarunkowania zewnetrzne, dotyczace badanych
podmiotéw.

W przypadku orientacji na naktady uzyskuje si¢ informacje o ile mniej jednostka
efektywna zuzylaby naktadow, by osiagna¢ ten sam poziom wynikoéw co dana jed-
nostka. Na przyktad oszacowana miara efektywno$ci na poziomie 0,9 oznacza, ze
dana jednostka bedzie efektywna, jesli swoj dotychczasowy poziom wynikow uzyska
zuzywajac 10% mniej nakladow niz w rzeczywistosci. Innymi stowy, w modelach
o orientacji na naktady, nieefektywne jednostki moga zwigkszy¢ swoja efektywnosé
w wyniku redukcji naktadow.

Z kolei w modelach DEA zorientowanych na wyniki otrzymuje si¢ odpowiedz na
pytanie: jaki poziom wynikow uzyskataby jednostka efektywna, gdyby wykorzystata
dostepne dla danej jednostki naktady? Uzyskana w tym przypadku efektywnos¢ na
poziomie 0,9 oznacza, ze dana jednostka produkuje $rednio o 10% mniej niz jednostki
efektywne, wykorzystujace ten sam poziom naktadow. W modelach zorientowanych
na wyniki strategia polegajaca na zwigkszaniu wynikow przy danych naktadach pro-
wadzi do wzrostu efektywnosci jednostek nieefektywnych.



Sposoby klasyfikacji modeli DEA 11

W modelach zorientowanych jednostka decyzyjna jest efektywna w 100%, jesli nie
ma innej wsrod badanych, ktora uzyskuje wigksze wyniki przy tej samej ilosci nakta-
dow lub te same wyniki wykorzystujac mniejsze naktady.

Podstawowym przyktadem modelu zorientowanego, w ktéorym przyjmuje si¢ zato-
zenie o statych korzysciach skali jest model CCR. Nazwa tego modelu pochodzi od
pierwszych liter nazwisk jego autoréw, tzn. Charnesa, Coopera i Rhodesa [3]. Z kolei
model BCC, opracowany przez Bankera, Charnesa i Coopera [1], jest modelem zo-
rientowanym, w ktorym zaktada si¢ zmienne korzysci skali.

3.1. Model CCR i BCC

W modelu DEA, w ktérym zaktada si¢ state korzysci skali, podejscia wykorzystujace
orientacje na naklady i wyniki sa rownowazne. Wyznaczona przez najlepsze w badane;j
grupie jednostki empiryczna funkcja produkcji jest linia prosta. Innymi stowy, na miarg
efektywnosci nie ma wptywu wielko$¢ jednostki. Plany produkcyjne moga by¢ skalo-
wane proporcjonalnie. Kazdy mozliwy plan prowadzi do innego mozliwego planu, jesli
wszystkie naktady i wyniki zostang pomnozone przez taka sama liczbe. Dla jednostki
efektywnej wzrost p% naktadéw prowadzi do p% wzrostu wynikow.
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Wynik A”
Granica &
efektywnosci
’ °
A B @
p & i ® C \ | E
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( g ® (
N D
Y
q k
~ >
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Rys. 4. Granica i miara efektywnos$ci w najprostszym modelu CCR
Zr6dto: Opracowanie whasne.

Sposdb wyznaczania granicy efektywno$ci oraz graficzna interpretacje miary
efektywnosci w najprostszej wersji modelu CCR przedstawiono na rysunku 4. Zazna-
czono na nim wielkosci naktadow i wynikow dla pigciu hipotetycznych jednostek



12 A. CWIAKALA-MALYS, W. NOWAK

decyzyjnych A, B, C, D i E, ktore wykorzystuja jeden naktad x (w réznych ilosciach)
w celu uzyskania jednego wyniku y (o ré6znym poziomie). Sposrdd nich jednostka B
charakteryzuje si¢ najlepsza relacja wyniku do naktadu. W zwiazku z tym jednostke te
traktuje si¢ jako punkt odniesienia dla pozostatych.

Efektywnos$¢ wzgledna jednostki B wynosi 1. Natomiast efektywnos$¢ wzgledna
pozostatych jednostek liczy si¢ jako stosunek efektywnosci danej jednostki do efek-
tywnosci jednostki najlepszej, np. efektywnos$¢ wzgledna jednostki decyzyjnej A wy-
Yal*a
Vg /Xp

Linia prosta przechodzaca przez punkt B i poczatek uktadu wspotrzednych stanowi
granic¢ wzglednej efektywnos$ci. Jej nachylenie jest réwne efektywnosci jednostki
decyzyjnej B, tzn. yp/xp. Nieefektywna jednostka A moze osiagna¢ wzgledna efek-
tywnos¢ rowna 1, jesli wytwarzajac y, jednostek produktu zredukuje naktad x,
0 g — p, czyli znajdzie si¢ w punkcie A’ (wedlug modelu DEA o orientacji na naktady)
lub wedlug modelu DEA o orientacji na wyniki, wykorzystujac naktad x, uzyska wy-
nik o / — k wigkszy (punkt A").

Wzgledna efektywnos¢ jednostki A mozna graficznie przedstawic¢ jako stosunek

nosi

dlugosci odcinkow p 1 g lub k£ i /. Stosunek EZM okresla efektywnosé
q X4
. .k
wzgledna w modelu zorientowanym na naktady, natomiast —= P T przypad-
X4 Vp/Xp

ku orientacji na wyniki.

W modelu DEA, w ktorym przyjmuje si¢ zatozenie o statych korzysciach skali,
wzgledna efektywnos¢ danej jednostki jest taka sama w przypadku orientacji na na-
ktady, jak i orientacji na wyniki.

W modelu BCC, zakladajacym zmienne korzysci skali, przyjmuje si¢ trzy pod-
stawowe zatozenia. Po pierwsze, wszystkie zaobserwowane plany produkcyjne sa
mozliwe. Po drugie, jesli dany plan produkcyjny jest mozliwy, to kazdy plan, ktory
zuzywa wigcej nakladu lub pozwala uzyska¢ mniej wyniku jest rowniez mozliwy. Po
trzecie, wypukta kombinacja istniejacych planéow jest mozliwa. Jednostki sa porow-
nywane do istniejacych planéw produkcyjnych lub ich wypuktej kombinacji [20,
s. 112].

Graniczna obwiedni¢ mozliwosci produkcyjnych w najprostszej wersji modelu
BCC przedstawiono na rysunku 5.

Na rysunku zaznaczono wielkosci naktadow i wynikow dla hipotetycznych jedno-
stek decyzyjnych A, B, C, D, E i F, ktore wykorzystuja jeden naktad w celu uzyskania
jednego wyniku. Przy zalozeniu VRS granicg efektywnos$ci wyznaczaja punkty A—E.
Sposréd rozwazanych jednostek decyzyjnych F jest nieefektywna. Jednostka ta osia-
gnie efektywnos$¢ wzgledna na poziomie 100%, jesli produkujac yr jednostek zredu-
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kuje naktad xr o wielko$¢ a (punkt F') lub za pomoca naktadu xr osiagnie wynik
yr+ b (punkt F”).

A
Wynik

Granica efektywnosci

yF

xF Naklad

Rys. 5. Granica efektywnosci w jednowymiarowym modelu BCC
Zr6dto: Opracowanie whasne.

Aby wyznaczy¢ wskaznik efektywnosci dla danej jednostki decyzyjnej, rozwiazuje
si¢ odpowiednio sformutowane zadanie programowania nieliniowego, sprowadzalne
do zadania liniowego. Przyjmuje sig, ze badana grupa obejmuje # jednostek decyzyj-
nych. Kazda jednostka wykorzystuje m takich samych naktadéw (w réznych ilosciach)
i uzyskuje s tych samych wynikéw (o réoznych poziomach).

Efektywnos$¢ j-tej jednostki decyzyjnej jest definiowana jako wazona suma jej wy-
nikoéw do wazonej sumy nakltadow:

iuryrj ivixij > (D
r=1 i=1

gdzie: zmienna u, oznacza wage zwiazang z r-tym wynikiem, zmienna v; wage dla
i-tego nakladu, x; to i-ty naklad wykorzystywany przez j-ta jednostke decyzyjna, y,;
jest r-tym wynikiem uzyskanym przez j-ta jednostke, przy czym: i=1,2, ..., m;j =1,
2, ..,mr=1,2,..s%.

Dla badanego obiektu oznaczonego indeksem 0 funkcja celu zorientowanego na na-
ktady modeli CCR oraz BCC ma posta¢ (2) lub (5) i odpowiednio (2") lub (5') (tab. 1).
W réwnaniach tych przyjeto, ze 6 jest wskaznikiem efektywnosci jednostki 0. Zmien-
nymi decyzyjnymi sa wagi zwiazane z poszczeg6lnymi naktadami i wynikami.

W praktyce, ze wzgledu na mniejsza liczbg ograniczen, rozwiazuje si¢ zagadnienie
dualne. Dualna posta¢ zlinearyzowanych modeli CCR i BCC jest opisywana za pomo-



14 A. CWIAKALA-MALYS, W. NOWAK

ca rownan (8)—(10) i (8")-(11") odpowiednio. W rownaniach tych przyjeto nastgpujace
oznaczenia: zmienna decyzyjna A, jest waga dla j-tej jednostki, zmienne decyzyjne

s; 1 s;, zwane luzami (slacks), sa zwiazane odpowiednio z i-tym wynikiem i r-tym

naktadem. Niezerowe wartosci luzow informuja o nieefektywnos$ci technicznej jed-
nostki.

Tabela 1. Funkcje celu w modelach CCR i BCC dla zagadnienia pierwotnego i dualnego

Orientacja na naktady

Model CCR — zagadnienie pierwotne

Model BCC — zagadnienie pierwotne

* G =max Zs:”ry,o i“v,x[0 2
przy ograngzlzeniach: .
Sy, -3, <05V 3)
r=1 i=1
u,,vi>g,vr,i @)
lub
6, = max i“ryro Q)
przy ograngzlzeniach:
i"i X =1, (6)
i=1
Z;:M,y,, —Zm:vixii <0, VJ @)
r=l i1

u.,v. >, Vr,i

r> Vi

* G, =max (Z“ryro _”0] zvixio 29
i1

r=l1

przy ograniczeniach:

iuryrj _ivixij —uy <0, VJ ()
r=l1 i=1

u,,v, >¢e,Vvr,i 4
lub
6, = max Zuryrﬂ — Uy )
r=1
przy ograniczeniach:
dvix, =1 (6"
i=1

m

ZX:”ryrj_ZVixij_”o <0, VJj ™)
r=1

i=1

u,,v, >¢e,Vvr,i

Model CCR — zagadnienie dualne

Model BCC — zagadnienie dualne

min 6, — 8(23‘: + isl} ®)
r=1 i=1

przy ograniczeniach:

lexii+s,7 =0,x,,° )
j=1

Z:ﬂ’jyrj_slT :er’ (10)
=

A 8;,8. 20,V j,ir,

brak ograniczefi dla g,

&— infinitezymalna stata

min 6, —g(is: + isij ®)
r=l1 i=l1

przy ograniczeniach:

Zﬁjxij +5; =6yx;° "
J=l

Zﬂ’j.yrj_s:-:yro7 (10)
Jj=1

S, -1 ar
=

lj,si_,s:ZO, Y i,

brak ograniczef dla g,
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Potaczenie sposobu orientacji na naklady z orientacja na wyniki wystepuje w ad-
dytywnych modelach DEA.

3.2. Modele addytywne

Modele te konstruuje sig¢ dla statych oraz zmiennych korzys$ci skali. Wedlug mo-
delu addytywnego o statych korzysciach skali nieefektywna jednostka A moze stac sig¢
efektywna, zajmujac pozycj¢ na odcinku o koncach A’ i A" (rys. 4). Natomiast przy
zatozeniu VRS nieefektywna jednostka F bedzie efektywna, jesli odpowiednio zredu-
kuje swoj naktad oraz jednoczesnie zwigkszy wynik tak, by znalez¢ si¢ na granicy
efektywnosci migdzy punktami F' i F” (rys. 5).

W przypadku zmiennych korzysci skali zagadnienie dualne w addytywnym mo-
delu DEA ma postac¢ [4, s. 5]:

max is:+zm:si_, (11)
r=1 i=1

przy zatozeniu, ze:

lejxij +5; =0x,, 1=1,2,..,m, (12)
j=1
DAy, =8t =V, =120, (13)
j=1
D A=1, Ausi.siz0, Vi (14)
Jj=1

W literaturze dotyczacej DEA istnieja rowniez inne sformutowania tego typu mo-
deli.

4. Inne kryteria podzialu modeli DEA

Od 1978 roku ukazato si¢ kilka tysigcy artykutow dotyczacych metody DEA. Bo-
gactwo i roznorodno$¢ modeli DEA prezentowanych w literaturze sprawiaja, ze moz-
na je grupowac na wiele sposobow. Na przyktad ze wzgledu na rodzaj miary efektyw-
nos$ci zasadniczo wyrdznia si¢ modele DEA z radialng oraz nieradialna miara.
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Miara radialna jest stosowana np. w modelach CCR i BCC. W radialnym modelu
DEA o orientacji na naktady — naklady sa redukowane proporcjonalnie, podczas gdy
wyniki pozostaja state, natomiast w radialnym modelu o orientacji na wyniki — wyniki
sa proporcjonalnie zwigkszane przy statych naktadach.

W modelach nieradialnych nie ma jednolitego mnoznika dla wszystkich naktadow
czy wynikow. W skrajnym przypadku, np. w modelach zorientowanych na naktady,
kazdy naklad moze mie¢ inny mnoznik. Do miar nieradialnych zalicza si¢ np. miare
efektywnosci oparta na luzach (slack-based measure) czy miarg Russella.

Modele DEA mozna takze grupowaé ze wzgledu na cechy granicy efektywnosci
(np. deterministyczna, stochastyczna; rodzaj modelu matematycznego wykorzystane-
go do jej estymacji), ograniczenia nakladane na wagi zwiazane z nakladami i wynika-
mi, czy charakter zmiennych (np. rzeczywiste, symulowane, hipotetyczne).

5. Podsumowanie

Metoda DEA nalezy do najczegsciej stosowanych metod okreslania efektywnosci
wzglednej podmiotow gospodarczych. W ciagu trzydziestu lat jej istnienia sukcesyw-
nie zwigkszat sig obszar jej praktycznego zastosowania.

Ze wzgledu na to, ze pomiar efektywnosci, zwlaszcza w przypadku duzych pod-
miotdw gospodarczych o bogatej strukturze naktadow i wynikow, jest zagadnieniem
ztozonym i trudnym, metoda ta nieustannie podlega modyfikacjom metodologicznym.
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Classification of Data Envelopment Analysis models

This article contains a method for classifying Data Envelopment Analysis models. Two main criteria
i.e. orientation and returns to scale are used. These criteria enable distinguishing between oriented and
non-oriented DEA models with constant and variable returns to scale. Basic properties of input oriented
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and output oriented DEA models with constant returns to scale are illustrated using an example of the
CCR model. The BCC model is used to characterize the oriented DEA model with variable returns to
scale. A graphical presentation of the efficiency frontier and the efficiency measure and primal and dual
programming problems are presented for both types of models. In the article an additive model is consid-
ered as an example of a non-oriented DEA model. Moreover, other ways of classifying DEA models are
also shown.

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), relative efficiency, orientation, returns to scale



